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10.1 平面图
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平面图

¡图的平面性问题有着许多实际的应用. 

¡电路设计经常要考虑布线是否可以避免交叉以减少元件间的
互感影响. 建筑物中的地下水管, 煤气管和电缆线等为安全起
见, 要求它们不交叉. 如果必然交叉, 那么怎样才能使交叉处
尽可能的少. 

¡这些问题实际上与图的平面表示有关. 

¡平面图中所讨论的是无向连通图,本章简称为图.
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平面图

定义 10.1  
如果图𝐺能以这样的方式画在平面上: 除顶点处外没有边交叉
出现, 则称𝐺为平面图. 画出的没有边交叉的图称为𝐺的一个平
面嵌入或平面表示.无平面嵌入的图称为非平面图.
𝐺是平面图不代表𝐺没有边交叉, 指的是𝐺可以画成一个没有边
交叉的平面嵌入.
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平面图

4

(3) (4)

(1) (2)

(5) (6)

例
¡(1)是𝐾!, (2)是它的平面嵌入, 所以𝐾!是平面
图.单看(2),它当然也是平面图.

¡(3)是𝐾", 无论怎样改变画法, 边的交叉都不
能完全去掉, 所以𝐾"是非平面图. (4)是𝐾"的
边交叉的最少的画法.

¡(5)是𝐾#,#. 同𝐾"类似, 无论如何画, 边的交叉
都不能完全去掉, 所以𝐾#,#是非平面图. (6)
是𝐾#,#的边的交叉最少的画法.



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

边界

定义 10.2 

(1)设𝐺是一个平面图的平面嵌入, 𝐺的边将𝐺所在的平面划分成若干区域, 每个区域
都称为𝐺的一个面. 

(2)其中有一个面积无限的区域称为无限面或外部面,常记为𝑅!,面积有限的区域称
为内部面或有限面,常记为𝑅", 𝑅#, … , 𝑅$.
(3) 包围每个面的所有边构成的回路称为该面的边界. 边界的长度称为该面的次数.
面𝑅的次数记为deg(𝑅).

¡边界有可能由不止一个回路构成.
¡构成边界的回路有可能是初级回路,简单回路,或者是复杂回路.

¡因为我们假设平面的面积是无限的, 因此在每个平面嵌入中, 总有一个区域是无
限面.  
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边界
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(1) (2)
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𝑑 𝑒 𝑓

𝑔
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𝑅% 𝑎

𝑐

𝑏 𝑑 𝑒

𝑓

ℎ

𝑔

例 (1)和(2)都是平面图.

¡ (1)有5个面, 其中𝑅" , 𝑅# , 𝑅. , 𝑅/是内部面, 𝑅!是外部面. 𝑅"的边界是𝑎𝑏𝑑𝑎 ,
deg 𝑅" = 3. 𝑅/的边界是𝑏𝑏 , deg 𝑅/ = 1. 𝑅!的边界是𝑎𝑏𝑏𝑐𝑑𝑒𝑔𝑓𝑒𝑑𝑎, 是一个复
杂回路, deg 𝑅! = 10.

¡ (2)有3个面, 其中𝑅", 𝑅#是内部面, 𝑅!是外部面. 𝑅!的边界由𝑎𝑏𝑐𝑑𝑎和𝑒𝑓ℎ𝑔ℎ𝑒两个
回路组成, deg 𝑅! = 9.割边ℎ𝑔在计算次数时算了2次.
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边界

¡割边只能是一个面的边界,若一条边不是割边, 它必是两个面的公共边界.

定理 10.1 
平面图𝐺中所有面的次数之和等于边数的2倍. 

7
01"

$

deg(𝑅0) = 2𝑚.

证明 对于𝐺中任意一条边𝑒,

当𝑒为面𝑅0和𝑅2(𝑖 ≠ 𝑗)的公共边界上的边时, 在计算𝑅0和𝑅2的次数时各提供次数1.

当𝑒只在某一个面𝑅的边界上出现时, 它必出现两次, 所以在计算𝑅的次数时, 𝑒提供
的次数为2.

因此,每一条边𝑒在次数之和中都计算两次.
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平面图的特性

¡同一个平面图𝐺, 可以有不同形式的平面嵌入, 但它们都是与𝐺同
构的. 
¡平面嵌入本质上只是图的不同画法.

¡一个平面图的有限面和无限面没有什么本质区别. 
¡若把平面图画在球面上, 它的无限面就变成有限面. 

¡有限面 (内部面)和无限面 (外部面)可以相互转化. 
¡对于画在球面上的任何一个有限面𝑅, 都能以𝑅中的任意一点为
球的北极, 向与球的南极相切的平面做这个图的投影, 使有限面
在平面上成为平面图的无限面. 
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平面图的特性
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例 (2)和(3)都是(1)的平面嵌入,它们的形状不同,但都与(1)同构.
¡边界为𝑏𝑑𝑒𝑐𝑏的面在(2)中是有限面𝑅!′,但是在(3)中变成了无限面𝑅".
¡边界为𝑎𝑑𝑒𝑎的面在(2)中是无限面𝑅"′,但是在(3)中变成了有限面𝑅!.
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欧拉公式

¡欧拉发现在研究多面体时发现, 多面体的顶点数𝑛, 棱数𝑒和面
数𝑓之间满足𝑛 − 𝑒 + 𝑓 = 2. 从多面体得到启发, 便得出平面
图的欧拉公式.  
定理 10.2 (欧拉公式)
对于任意的连通平面图𝐺, 有

𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 2,
其中, 𝑛, 𝑚, 𝑟分别是𝐺的阶数,边数和面数 (包括无限面).
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欧拉公式

证明对边数𝑚进行归纳法. 
¡若𝑚 = 0, 由于𝐺是连通图, 故必有𝑛 = 1, 这时只有一个无限面, 即 𝑟 = 1. 所
以𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 1 − 0 + 1 = 2.定理成立. 

¡若𝑚 = 𝑘 − 1(𝑘 ≥ 1)时结论成立, 要证明𝑚 = 𝑘时结论也成立. 对𝐺进行分
类讨论:

¡若𝐺是树, 任取一片树叶𝑣并将它删除, 得𝐺′ = 𝐺 − 𝑣, 则𝐺’是连通的, 还是
平面图. 𝐺′中的顶点数𝑛′ = 𝑛 − 1, 边数𝑚′ = 𝑚 − 1, 面数没变𝑟′ = 𝑟, 由归
纳假设得𝑛′ − 𝑚′ + 𝑟′ = 2,将𝑛, 𝑚, 𝑟代入后得𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 2.

¡若𝐺不是树, 则𝐺中必存在初级回路𝐶, 设𝑒为𝐶上的某一条边, 令𝐺′ = 𝐺 − 𝑒,
所得图𝐺′仍连通, 𝐺中的两个面合并成为了𝐺′中的一个面,面数少了1, 𝑛′ =
𝑛, 𝑚′ = 𝑚 − 1, 𝑟′ = 𝑟 − 1.将𝑛, 𝑚, 𝑟代入后得𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 2.
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欧拉公式

推论

对于任何具有𝑘(𝑘 ≥ 2)个连通分支的平面图𝐺, 有
𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 𝑘 + 1.

证明 设𝐺的连通分支为𝐺!, 𝐺", … , 𝐺#, 并设𝑛$, 𝑚$, 𝑟$, 为𝐺$的顶点数, 边数和面数,  𝑖 =
1, 2, … , 𝑘.由欧拉公式可得:

𝑛$ −𝑚$ + 𝑟$ = 2.
由于所有连通分支𝐺$和𝐺共享同一个外部面, 所以𝐺的面数需要扣除重复计算的𝐺$的外
部面𝑟 = ∑$%!# 𝑟$ − 𝑘 + 1.而𝑚 = ∑$%!# 𝑚$, 𝑛 = ∑$%!# 𝑛$.于是

3
$%!

#

(𝑛$ −𝑚$ + 𝑟$) = 2𝑘 = 𝑛 −𝑚 + 𝑟 + 𝑘 − 1.

得到𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 𝑘 + 1.
12
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欧拉公式

利用欧拉公式可以证明下面定理.

定理 10.3  

设𝐺是连通的平面图, 且𝐺的各面的次数至少为𝑙(𝑙 ≥ 3), 则𝐺的边数𝑚,顶点数𝑛,与𝑙有如下关系:

𝑚 ≤
𝑙

𝑙 − 2
𝑛 − 2 .

并且当𝐺的各面的次数均为𝑙时等号成立.

证明由定理10.1及本定理中的条件可知:

2𝑚 =0
!"#

$

deg(𝑅!) ≥ 𝑙𝑟 ,

其中𝑟为𝐺的面数. 由于𝐺是连通的平面图, 因而满足欧拉公式𝑟 = 2 − 𝑛 +𝑚. 代入后整理即完成证明.

¡ 这是连通平面图的一个必要条件, 若𝐺是连通平面图, 则满足该条件; 若不满足该条件, 则𝐺不是连
通平面图.

13
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欧拉公式

例 10.1 利用定理10.3证明𝐾!和𝐾","都不是平面图. 

解 (1) 𝐾!的顶点数𝑛 = 5, 边数𝑚 = 10. 若𝐾!是平面图, 则它的每个面的次数至少为3 (没有
平行边和环).由定理10.3得:

10 ≤
3

3 − 2 5 − 2 = 9,

产生矛盾,但是𝐾!又是连通的,因而不是平面图.
(2) 𝐾","的顶点数𝑛 = 6, 边数𝑚 = 9. 若𝐾","是平面图, 则它的每个面的次数至少为4 (没有长
度为奇数的回路).由定理10.3得:

9 ≤
4

4 − 2 6 − 2 = 8,

产生矛盾,但是𝐾","又是连通的,因而不是平面图.

¡ 𝐾!和𝐾","是两个特殊的非平面图,它们在平面图的判断上起很重要的作用.

14
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平面图的判断

¡上面欧拉公式及等定理是判断一个图为平面图的必要条件,
其逆否定理为判断一个图为非平面图的充分条件. 

¡𝐺含𝐾4或𝐾5,5为子图也是𝐺为非平面图的充分条件.
¡一个图是否有平面的图形表示 (即平面嵌入) 是判别平面图
的最具说服力的方法,但因其工作量太大而不实用. 

¡研究判断平面图的充要条件直到1930年才由波兰数学家库拉
图斯基 (Kuratowski)给出. 

¡与定理有关的概念是同胚与收缩. 
15
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定义
(1)设𝑒 = (𝑢, 𝑣)为图𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩中一条边,  
在𝐺中删除𝑒, 增加新的顶点𝑤, 使𝑢与𝑣均
与𝑤相邻 , 即𝐺’ = 	 ⟨𝑉’, 𝐸’⟩ , 𝑉’ = 𝑉(𝐺 −
𝑒) ∪ {𝑤} , 𝐸’ = 𝐸(𝐺 − 𝑒) ∪ {(𝑢, 𝑤), (𝑤, 
𝑣)}, 称为在𝐺中插入2度顶点. 
(2) 设𝑤为𝐺中一个2度顶点, 𝑤与𝑢, 𝑣相
邻 , 删除𝑤 , 增加新边 (𝑢, 𝑣) , 即𝐺’ =
⟨𝑉’, 𝐸’⟩, 𝑉’ = 𝑉(𝐺 − 𝑤), 𝐸’ = 𝐸(𝐺 − 𝑒) ∪
{(𝑢, 𝑣)}, 称为在𝐺中消去2度顶点. 

插入与消去2度顶点

16
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消去2度顶点𝑒和𝑎,插入2度顶点ℎ和𝑖.

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

𝑎

𝑏

𝑑
消去2度顶点𝑐.



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

定义 10.3
若两个图𝐺6和𝐺7
(1)是同构的,
(2) 或通过反复插入或消去2度顶点后
是同构的,
则称𝐺6和𝐺7是同胚的. 
例右图中同一排的图都是同胚的.

同胚
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定义 10.4

设𝑒 = (𝑢, 𝑣)是图𝐺的一条边, 删去𝑒, 用一个新的顶点𝑤 (可以用𝑢或𝑣) 取代𝑢和𝑣, 并
与除𝑒外𝑢和𝑣关联的所有的边关联, 称这样的操作为收缩边𝑒. 如果𝐺能通过收缩若
干条边得到𝐺′,则称𝐺可以收缩到𝐺′.
例 (1)经过收缩边(𝑏, 𝑐),用𝑏取代𝑏和𝑐,得到(2).
(1)经过收缩边(𝑏, 𝑑),用𝑏取代𝑏和𝑑,得到(3).

收缩
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平面图的充要条件

在同胚和收缩这两个概念的基础之上, Kuratowski定理给出了
一个图是平面图的充要条件.
定理10.4
图𝐺是平面图当且仅当𝐺不含与𝐾4同胚的子图, 也不含与𝐾5,5同
胚的子图. 
定理 10.5 
图𝐺是平面图当且仅当𝐺中没有可以收缩到𝐾4的子图, 也没有
可以收缩到𝐾5,5的子图. 

19
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平面图的充要条件

20
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𝑣;
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(1) (2)

例 (1)既可以通过消去2度顶点𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒来得到𝐾4, 即与𝐾4同
胚,也可以通过收缩边得到𝐾4,所以不是平面图.
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平面图的充要条件

21
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例通过收缩边证明(1)不是平面图.
解可以通过收缩边(𝑎, 𝑓), (𝑏, 𝑔), (𝑐, ℎ), (𝑑, 𝑖), (𝑒, 𝑗)得到𝐾4.
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平面图的充要条件

22

(1) (2)

𝑎

𝑏

𝑐 𝑑

𝑒
𝑓

𝑔
𝑖
𝑗

ℎ

𝑎

𝑏

𝑐 𝑑

𝑒
𝑓

𝑔
𝑖
𝑗

ℎ

𝑎

𝑏 𝑒
𝑓

𝑖ℎ
(3)

例通过子图与𝐾5,5同胚证明(1)不是平面图.

解 先删去(𝑔, 𝑗), (𝑐, 𝑑)得到子图(2). 再消去2度顶点𝑔, 𝑗, 𝑐, 𝑑得
到(3). (3)是𝐾5,5,因此(1)含有与𝐾5,5同胚的子图.
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平面图的充要条件
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(1) (2) (3)
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例通过子图与𝐾4同胚证明(1)不是平面图.
解 先删去(𝑒, 𝑐), (𝑓, 𝑑)得到子图(2). 再消去2度顶点𝑒和𝑓得到
(3). (3)是𝐾4,因此(1)含有与𝐾4同胚的子图.
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平面图的充要条件
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𝑐 𝑑

𝑔

例通过子图与𝐾5,5同胚证明(1)不是平面图.

解 先删去(𝑎, 𝑔), (𝑎, 𝑐), (𝑐, 𝑑), (𝑏, 𝑑)得到子图(2). 再消去2度顶
点𝑎得到(3). (3)是𝐾5,5,因此(1)含有与𝐾5,5同胚的子图.
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课堂练习
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𝑎

𝑐
𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

证明该图不是平面图.
(1)通过收缩到𝐾4.
(2)通过子图与𝐾5,5同胚.
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课堂练习
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𝑎

𝑐
𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

𝑎

𝑏
𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

𝑎

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔
(1) (2) (3)

解通过收缩到𝐾4.
先收缩边(𝑐, 𝑑),用𝑑代替,得到(2),再收缩边(𝑏, 𝑓),用𝑓代替,得
到(3), (3)是𝐾4.
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课堂练习
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(1) (2) (3)

𝑎

𝑐
𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

𝑎

𝑐
𝑏

𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

𝑎

𝑏
𝑒

𝑓

𝑑

𝑔

解通过子图与𝐾5,5同胚.
先删去(𝑎, 𝑐), (𝑒, 𝑔)后得到子图(2), 再消去2度顶点𝑐后得到(3),
(3)是𝐾5,5.
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平面图的判定

¡判定连通图𝐺是否为平面图的步骤如下：
1. 满足以下条件之一,则𝐺必是平面图:
  (1) 𝑚 < 9;
  (2) 𝑛 < 5.

2. 通过必要条件:若𝑚 > 8
897

(𝑛 − 2), 则𝐺是非平面图.

3. 尝试能否画一个相应的边不相交的平面嵌入. 
4. 否则利用Kuratowski定理检测. 

28
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对偶图

定义 10.7 
设𝐺是平面图的某一个平面嵌入, 有𝑚条边𝑒!, 𝑒", … , 𝑒#, 和𝑟个面𝑅!, 𝑅", … , 𝑅$. 
可以用下述方法构造图𝐺∗:
1. 在𝐺的每个面𝑅&中放置一个顶点𝑣&∗作为𝐺∗的顶点.记𝑉∗ = {𝑣!∗, 𝑣"∗, … , 𝑣$∗}.
2. 对𝐺的一条边𝑒, 若𝑒是面𝑅&和𝑅'(𝑖 ≠ 𝑗)共同边界, 则连接对应顶点𝑣&∗和𝑣'∗,
记𝑒∗ = (𝑣&∗, 𝑣'∗). 𝑒∗与𝑒相交且不与其它任何边相交. 若𝑒只在𝐺的一个面𝑅&的
边界中出现 ( 𝑒是𝐺中的桥 ), 则以𝑅&中顶点 𝑣&∗为顶点做环 𝑒∗ . 𝐸∗ =
{𝑒!∗, 𝑒"∗, … , 𝑒$∗}.
称𝐺∗ = ⟨𝑉∗, 𝐸∗⟩为𝐺的对偶图. 
¡每个面都对应生成一个新的顶点, 再根据之前的边生成新的边.

29
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对偶图

30

(1) (2)

例 由实心点和虚线边构成的图为由空心点和实线边构成的图
的对偶图.
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对偶图

¡从定义不难看出以下几点:
(1) 𝐺∗是连通的平面图, 而且是平面嵌入. 
(2) 环桥对应: 若边𝑒为𝐺中的环, 则它对应的边𝑒∗为𝐺∗的桥; 若
𝑒为𝐺中的桥,则𝑒∗为𝐺∗上的环. 
(3) 同构的平面图的对偶图不一定是同构的, 即同构的平面图
的对偶图未必是唯一的. 
(4)平面图与它的对偶图的对偶图不一定同构.

31
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对偶图
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(1) (2)

例 (1)和(2)中由空心点和实线边构成的图是同构的, 但是它们
的对偶图是不同构的, (1)中的最大度数是6, 而(2)中的最大度
数是5.可见同构的图的对偶图不一定同构.
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对偶图

定理 10.6 

设𝐺∗是连通平面图𝐺的对偶图, 𝑛∗, 𝑚∗, 𝑟∗和𝑛, 𝑚, 𝑟分别为𝐺∗和𝐺的顶点数, 边数和
面数, 则:  

(1) 𝑛∗ = 𝑟,   

(2) 𝑚∗ = 𝑚,   
(3) 𝑟∗ = 𝑛,
(4) 设𝐺∗的顶点𝑣0∗位于𝐺的面𝑅0中, 则

𝑑 𝑣0∗ = deg 𝑅0 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑟.

¡也就是说,连通平面图和对偶图的边数一样,顶点数和面数互换.
¡非连通的平面图不满足该定理.

33
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对偶图

证明
(1) 𝐺的面与𝐺∗的顶点一一对应. 
(2) 根据对偶图定义,对每一条边𝑒,建立一条边𝑒∗. 
(3)因为𝐺和𝐺∗都是连通的平面图,都满足欧拉公式:

𝑛 −𝑚 + 𝑟 = 2,	𝑛∗ −𝑚∗ + 𝑟∗ = 2,
得到: 𝑟∗ = 2 +𝑚∗ − 𝑛∗ = 2 +𝑚 − 𝑟 = 𝑛.
(4) 顶点𝑣;∗在𝑅;中, 每一度对应𝑅;的一个边界, 因此度数等于边
界之和,即次数.

34
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对偶图

定理 10.6.2 
设𝐺∗是具有𝑘(𝑘 ≥ 2)个连通分支的平面图𝐺的对偶图, 𝑛∗, 𝑚∗, 𝑟∗和𝑛, 𝑚, 
𝑟分别为𝐺∗和𝐺的顶点数,边数和面数, 则:  
(1) 𝑛∗ = 𝑟,   
(2) 𝑚∗ = 𝑚,   
(3) 𝑟∗ = 𝑛 − 𝑘 + 1,
(4) 设𝐺∗的顶点𝑣=∗位于𝐺的面𝑅=中, 则

𝑑 𝑣=∗ = deg 𝑅= , 𝑖 = 1,2, … , 𝑟.
¡只有(3)与定理10.6不同,通过欧拉公式的推论可轻易证明.

35
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对偶图

36

例 下图是一所房子的俯视图, 设每一面墙都有一个门, 问能否从某
个房间开始过每扇门一次最后返回. 
解 作𝐺的对偶图𝐺∗, 原问题就转化为𝐺∗是否存在欧拉回路. 即𝐺∗中
是否存在奇数度数的顶点, 也就是说𝐺中是否存在奇数次数的面.
容易找到𝐺中是否存在奇数次数的面,因此不存在欧拉回路.
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课堂练习
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画图说明𝐺与 𝐺∗ ∗不同构.
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课堂练习

由于对偶图总是连通的, 因此非连通图的对
偶图的对偶图是连通的, 𝐺与 𝐺∗ ∗不同构.

38



10.2图的着色
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四色猜想

40
Image source: https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem

¡本节介绍图中顶点、边和平面地图面的着色问题. 

¡图的着色问题起源于19世纪的四色猜想: 至多用4种
颜色给平面或球面上的地图着色, 使得相邻的国家
着不同颜色.  

¡这个问题的提法简单易懂,但其证明却极其困难. 
¡ 1976年, 数学家凯尼斯·阿佩尔和沃夫冈·哈肯借助计
算机首次得到一个完全的证明, 但仍有数学家希望
能够找到更简洁或不借助计算机的证明.

¡和哈密顿回路一样, 计算机科学家至今也没有找到
一个高效的算法来给一个图进行着色, 该问题也是
NP完全问题.
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着色

定义 10.6 
(1)对无环无向图𝐺的每个顶点涂上一种颜色, 使相邻的顶点涂
不同颜色, 称为对𝐺的一种点着色,简称着色.
(2)若能用𝑘种颜色给𝐺的顶点着色, 称对𝐺进行𝑘着色, 也称𝐺是
𝑘-可着色的.
(3)若𝐺是𝑘-可着色的,  但不是(𝑘 − 1)-可着色的,  就称𝐺是𝑘-色
图, 称𝑘为𝐺的色数, 记作𝜒 𝐺 = 𝑘,简记为𝜒 = 𝑘.
¡也就是说,图𝐺的点着色所需颜色的最小数称作𝐺的色数.

41
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着色

¡从点着色定义不难证明下面定理. 
(1) 𝜒(𝐺) = 1当且仅当𝐺为零图. 因为但凡有边存在, 1种颜色都不够.
(2) 𝜒(𝐺) = 𝑛当且仅当𝐺 ≌ 𝐾5. 因为𝐾5中每个点都与其余𝑛 − 1个点
相邻.
(3) 设𝐶5为𝑛阶圈, 𝑛为奇数时, 𝜒 𝐶5 = 3, 𝑛为偶数时, 𝜒 𝐶5 = 2.
(4) 𝐺为非零图, 𝜒(𝐺) = 2当且仅当𝐺为二部图. 
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着色
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(1) (2) (3)

1

2

23

14 1

2 1

12

3 2 2

1

3

1

3

1
2

2
3

2

例求下图所示3个图的色数.

解 (1)的外围是5阶圈,要用3种颜色,中心与圈上每个点都相邻,必须用另一种颜色,因此色数为4.

(2)的外围是6阶圈,要用2种颜色,中心与圈上每个点都相邻,必须用另一种颜色,因此色数为3.

(3)的外围是5阶圈,要用3种颜色,但是仍可以用这3种颜色给里面的5个顶点着色.
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着色

¡着色问题很容易推广到现实中的一般计数问题.

例

(1) 电冰箱的分隔间里放有不同种类食品, 某些能放在一起保存, 但另一些必须分开
保存. 如香肉和干酪应该同一般的肉和蔬菜分开. 苹果, 蛋和洋葱应该分开存放, 否
则串味. 

(2)化学实验室所需的最小试剂瓶数. 

(3)养鱼: 避免有些鱼吃另一种鱼, 计算最少需要买多少个鱼缸. 

¡这些问题都可以构造图𝐺着色模型如下: 

每种事物构造一个顶点, 如果两种事物 (有冲突) 需要隔离开,  则用一条边连接它
们. 那么c(𝐺)是适当保存事物所需隔离容器的最小数. 
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着色

定理 10.7 对于任意的图𝐺,均有
𝜒(𝐺) ≤ Δ(𝐺) + 1.

证明对𝐺的阶数𝑛作归纳法. 𝑛 = 1时, 结论显然成立. 
¡设𝑛 = 𝑘(𝑘 ≥ 1)时结论成立. 当𝑛 = 𝑘 + 1时, 𝑣为𝐺中任一顶点, 设𝐺8 =
𝐺 − 𝑣, 则𝐺8的阶数为𝑘. 由归纳假设应有

𝜒(𝐺8) ≤ Δ(𝐺8) + 1 ≤ Δ(𝐺) + 1.
¡当将𝐺8还原成𝐺时, 由于𝑣至多与𝐺8中Δ(𝐺)个顶点相邻, 而在𝐺8的点着
色中, Δ(𝐺)个顶点至多用了Δ(𝐺)种颜色, 于是Δ(𝐺) + 1种颜色中至少
存在一种颜色给𝑣着色,使𝑣与相邻的顶点均着不同的颜色.
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着色

¡对有些图来说, 定理10.7中给出的色数的上界是比较大. 例如,
若𝐺是二部图, Δ(𝐺)可以很大, 但𝜒(𝐺) = 2. 于是有必要缩小
定理中𝜒(𝐺)的上界. 

¡布鲁克斯 (Brooks)改进了定理12.5中𝜒(𝐺)的上界,不过要求𝐺
不是完全图, 也不是奇圈, 因为奇圈和完全图是达到定理中
10.7上界的仅有连通图.
定理 10.8 (Brooks定理) 
设连通图不是完全图𝐾<(𝑛 ≥ 3)也不是奇圈, 则

𝜒(𝐺) ≤ Δ(𝐺).
46
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着色
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例 再看该图, 使用Brooks定理计算其色
数.
解 由Brooks定理可知𝜒 ≤ Δ = 3. 又因为
图中有奇圈, 𝜒 ≥ 3, 所以𝜒 = 3.
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面着色

定义 10.8

连通的无桥平面图的平面嵌入及其所有的面称为平面地图或地图, 平面地图的面称
为国家.若两个国家的边界至少有一条公共边, 则称这两个国家是相邻的.
定义 10.9

(1) 平面地图𝐺的一种着色, 是指对它的每个国家涂上一种颜色, 使得相邻的国家涂
不同颜色. 

(2)若能用𝑘种颜色给𝐺着色, 就称对𝐺的面进行了𝑘着色, 或称𝐺是𝑘-面可着色的.

(3) 若𝐺是𝑘-面可着色的, 但不是(𝑘 − 1)-面可着色的, 就称𝐺是𝑘-色地图, 或称𝐺的面
色数为𝑘, 记作𝜒∗(𝐺) = 𝑘,简记为𝜒∗ = 𝑘. 

定理 10.9
地图𝐺是𝑘-面可着色的当且仅当它的对偶图𝐺∗是𝑘-点可着色的. 
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定义 10.10 
(1) 对图𝐺边的一种的着色, 是指对它的每条边涂上一种颜色, 
使得相邻的边涂不同的颜色. 
(2) 若能用𝑘种颜色给𝐺的边着色, 就称对𝐺的边进行了𝑘着色, 
或称𝐺是𝑘-边可着色的. 
(3) 若𝐺是𝑘-边可着色的, 但不是(𝑘 − 1)-边可着色的, 就称𝑘为
𝐺的边色数, 记作𝜒= 𝐺 = 𝑘,简记为𝜒= = 𝑘.
¡与点色数不同,边色数有着与图的最大度Δ相关的简明结论. 

边着色

49
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边着色

定理 10.12 (维津定理) 
设𝐺是简单图,则

Δ 𝐺 ≤ 𝜒=(𝐺) 	≤ Δ(𝐺) + 1.
¡维津定理说明,对于简单图,

𝜒′(𝐺) = Δ(𝐺)	 或𝜒′(𝐺) = Δ(𝐺) + 1,	
¡但究竟哪些图的𝜒′是Δ(𝐺), 哪些是Δ(𝐺) + 1, 至今还是一个没
有解决的问题. 
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边着色
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(1) (2)

2

13

1

𝑎

2

4

4

5

1

2

4 3

2
1

3
𝑒

𝑐
𝑏

𝑑

1
2

3

33

例求以下所以图的边色数.

解 (1)中Δ 𝐺" = 5,由维津定理可知5 ≤ 𝜒′ ≤ 6,尝试之后发现5种颜色足够着色.
(2)中Δ 𝐺# = 3,由维津定理可知3 ≤ 𝜒′ ≤ 4,如果使用3种颜色,则中间的5条边的颜
色都确定了, 里面的5条边无法使用3种颜色着色, 例如(𝑎, 𝑑)和(𝑎, 𝑐)都只能涂1, 因
此𝜒5 = 4.



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

作业

p183

 4 (3)(4)
 6 (2)(3)

 8
 11
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p192

 2
 4

 5
 6

 7
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